حركت در دو بعد:
حركت یك گلوله​ی توپ كه شلیك می​شود یا حركت یك سیاره به​دور خورشید یا حركت اتومبیل در پیچ​جاده مثال​هایی از حركت در صفحه است  كه 
«حركت دو بعدی» نامیده می​شود .

نمایش بردار مكان جسم:
 بردارمكان جسم برحسب بردارهای یكه به​صورت
[image: image1.jpg]



 نمایش​داده​می​شود. 
(
 هنگام حركت جسم، بردارمكان آن تغییرمی​كند 

 (
 برای مشخص​كردن مكان جسم حین حركت كافی​است مؤلفه​های x و y را به​صورت تابعی از زمان داشته​باشیم:
[image: image2.jpg]x=f(t) ) y=g(t)
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(تمرین
متحركی دارای معادله​های حركت در دوبعد به​صورت  x = 3 t و  y = - 8 t است معادله​ی مسیر حركت آن را به​دست​آورید. و مسیرحركت را یك​بار با نقطه​یابی  باردیگر با​استفاده از معادله​ی مسیر رسم​كنید .



 
[image: image4.jpg]



بردار جابه​جایی ( تغییرمكان ): 
 هرگاه درلحظه​ی t 1 بردارمكان ذره​ای   
  و در لحظه​ی t 2 بردارمكان آن  [image: image6.jpg]


  باشد  
بردارجابه​جایی نامیده​می​شود  .

[image: image8.jpg]AB =Ar =Ax +Ay =Axi +Ay ]




سرعت​متوسط:

[image: image9.jpg]



 سرعت​لحظه​ای:



(
هنگامی​كه  ( tبه​سمت صفر میل​می​كند راستای بردارجابه​جایی به​سمت راستای مماس​برمنحنی​مسیر درنقطه​ی  Aمیل​خواهدكرد .بنابراین درحدی كه  ( tبه​سمت​صفر میل​می​كند بردارسرعت لحظه​ای برمسیرحركت در نقطه​ی A مماس​خواهدشد. درنتیجه هنگامی​كه جسم روی یك​مسیرخمیده حركت​می​كند، جهت​بردارسرعت آن (كه همواره مماس​برمسیرحركت است)درهرلحظه تغییر می​كند. 

(تمرین
مسیرحركت ذره​ای مطابق شكل​است.

الف ) دراین شكل، بردارمكان ذره را درنقاط A و B نمایش​داده جابه​جایی را بین دونقطه A و B رسم​كنید.
ب ) بادلیل پاسخ دهید سرعت ذره در نقطه​ی A نسبت به​مسیر​چگونه است؟ 
( نهایی تیر 75 )
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ب ) اگر  0 t   باشد   AB   به مماس بر نمودار مسير تبديل مي‌شود  و سرعت لحظه‌اي كه در اين امتداد است نيز بر مسير مماس مي شود
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(تمرین
متحركی در صفحه​ی  xoy  حركت می​كند درلحظه​ی = 2 s t 1دارای بردارمكان

[image: image13.jpg]


و در لحظه​ی = 3s  t 2 دارای بردارمكان[image: image14.jpg]


می​باشد
(نهایی  شهریور  77 )
الف ) بردارسرعت​متوسط را دربازه​ی t = t 2 - t 1  Δ به​دست​آورید

ب ) اندازه​ی سرعت​متوسط را دربازه یt = t 2 - t 1  Δ به دست​آورید.



(تمرین
 اتومبیلی در یك صفحه​ی افقی كه در این​جا آن​را xoy می​نامیم حركت می​كند معادله​ی حركت آن در SI به​صورت  y = 3 t 2 + 2 و  x = 3t - 5  است .
الف ) معادله​ی مكان – زمان آن​را برحسب بردارهای​یكه بنویسید .
ب ) سرعت​متوسط را در بازه​ی  t 1 = 1 s تا  t 2 = 3 s به​دست​آورید.
پ )سرعت را درلحظه​ی t 1 = 1 s ودرلحظه​ی t 2 = 3 s برحسب برداریكه به​دست​آورید و اندازه​ی سرعت را در هریك از لحظات فوق مشخص​كنید  .
ت ) معادله​ی مسیرحركت را مشخص​كنید .
ث ) نمودارمسیرحركت​را رسم​كنید.
ج ) بردارسرعت​متحرك را در لحظه​ی t 1= 1 s روی مسیر نمایش دهید.
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ث ) نمودار يك سهمي است كه  min  دارد .

ج ) بردار سرعت مماس بر مسير حركت است .

(تمرین
 معادله​ی​حركت اتومبیلی


 

است

الف) معادله​ی مسیر​حركت را مشخص​كنید .
ب ) نمودار مسیرحركت را رسم​كنید.
پ ) بردار​سرعت را در لحظه​ی t 1 = 1 s روی مسیر نمایش​دهید.
ت ) بردار سرعت را در لحظه ی t 1  = 1 s  روی مسیر  نمایش دهید  .

ث ) سرعت​متوسط متحرك را در بازه​ی t 1 = 1 s تا t 2 = 5 s به دست آورید.
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شتاب​متوسط  و  شتاب​لحظه​ای :

در حركت برروی مسیرخمیده جهت سرعت الزاما ً تغییرمی​كند. بنابراین حتی اگر بزرگی​سرعت هم تغییرنكند حركت برروی مسیرمنحنی، حركتی شتاب​داراست. 

شتاب​متوسط:



 شتاب​لحظه​ای:
[image: image20.jpg]



(تمرین
معادله​ی مكان متحركی درSI به​صورت

[image: image21.jpg]F=(5r+12)i +(4?+13)5



 است. تعیین كنید: 

الف ) مكان​ذره درلحظات t 1 = 1 s و t 2 = 2 s 
ب ) سرعت ذره در لحظه​ی t 1 = 1 s
پ ) جابه جایی متحرك دربازه ی t 1 = 1 s  تا  t 2  = 2 s
ت ) تغییرات سرعت و شتاب​متوسط دراین بازه​ی​زمانی
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(تمرین 
ذره​ای روی خط y = x - 1  با سرعت ثابت 10 m / s حركت​می​كند . سرعت این ذره درامتداد محور x چندمتر بر ثانیه است؟

( كنكور سراسری )
1 (  5                              2 (  [image: image23.jpg]



3 (  [image: image24.jpg]


                        4 (  10
شيب خط y = x -  1 برابر 1 است پس با محور x   زاويه ي 45 درجه مي سازد . بردار سرعت نيز كه مماس بر مسير حركت است در امتداد همين خط  y = x - 1 قرار مي گيرد پس مؤلفه‌ي x   سرعت چنين به دست مي آيد 
Vx = V cos  = 10 cos 45 = 10 ( 0.7 = 7 m / s
حركت​باشتاب​ثابت درصفحه:

 وقتی حركت دریك صفحه باشتاب ثابت باشد، بزرگی و جهت بردارشتاب ثابت​می​ماند​. از این​رو مؤلفه​های شتاب درطول حركت تغییری نمی​كند و مقدار ثابتی دارند. طبق قانون​دوم​نیوتن شتاب هنگامی ثابت​است كه نیروی وارد برجسم ثابت​باشد.
( 
دراین​نوع​حركت برای سادگی محورهای x و y را طوری انتخاب​می​كنیم كه راستای شتاب​حركت بر راستای یكی​ازمحورهای​مختصات منطبق​باشد بنابراین مؤلفه​های شتاب در یك​راستا صفر ودر راستای دیگر ثابت​است. 

حركت​پـرتابـی: 

ساده​ترین نوع​حركت در​صفحه باشتاب​ثابت، حركت​پرتابی است .

پرتابه:

 اگر جسمی در امتداد غیرقائم پرتاب​كنیم (زاویه​ی سرعت​اولیه​اش باامتدادقائم، مخالف صفرباشد ) این جسم را پرتابه می​نامیم.

نیرو و شتاب :

تنها نیروی وارد بر پرتابه، وزن آن، ( mg ) است. شتاب حاصل از این​نیرو، g است كه در نزدیكی سطح​زمین ثابت و به​طرف مركززمین است .

((پرسش ((: 

   زاویه ی بین شتاب و سرعت لحظه ای چگونه تغییر می كند  ؟

(
زاویه​ی بین شتاب و سرعت لحظه​ای همواره کاهش می​یابد

معادله​ی حركت پـرتـابـی :

حركت پرتابی را می​توان به​صورت تركیب دو​حركت، یكی درراستای افق و دیگری درراستای قائم در نظرگرفت. راحت​تراست كه محل​پرتاب​جسم را نیز مبداء مختصات و جهت مثبت محور y را به​طرف بالا انتخاب​كنیم. بنابراین می​توان​نوشت:

شتاب​حركت 
[image: image25.jpg]= o=
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معادله​ی​سرعت:
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اندازه​ی سرعت درهرنقطه: 
[image: image27.jpg].

u

u

R A A
) -
=V 4V g —2gh

=177 —2gh




معادله​ی مكان:


معادلـه​ی مـسیـر​پــرتـابـه:
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بـردپـرتـابـه:

فاصله​ی افقی را كه پرتابه می​پیماید تا دوباره به افق اولیه​ی پرتاب برگردد بردپرتابه می​نامند. بردپرتابه را با R نمایش می​دهیم.

روش اول:

 با استفاده معادله​ی مسیر و مختصات نقطه​ی​بازگشت به​ارتفاع​پرتاب​اولیه
 (  بردپرتابه ) را به​دست​می​آوریم :



روش دوم:

 باتوجه​به​این​كه در حركت پرتابی مدت​زمان​حركت را مؤلفه​ی​قائم​حركت تعیین​می​كند  می​توان​نوشت:
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(
زمان و مختصات​نقطه​یB  ( برد ) 
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( 
برد یك​پرتابه با سرعت​اولیه​ی معین، وقتی max است كه پرتاب تحت زاویه​ی45( انجام​گیرد.
(تمرین
اگر بردپرتابه​ای max باشد، سرعت​اولیه چندبرابر سرعت​پرتابه در نقطه​ی​اوج است؟ ( g = 10 m / s )
برد پرتابه وقتي بيشينه است كه زاويه‌ي پرتاب اوليه 45 درجه باشد 
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(
در حركت​پرتابی تحت زاویه​ی ( بالای افق باسرعت​اولیه​ی معین بردافقی پرتابه در پرتاب تحت زاویه​های  
با هم برابرند

(تمرین
از یك​نقطه واقع برسطح​زمین دوگلوله را باسرعت​اولیه​ی برابر، یكی تحت زاویه​ی 30( و دیگری تحت زاویه​ی 60( نسبت به​افق درشرایط​خلا پرتاب می​كنیم. نسبت ارتفاع اولی به دومی چقدراست؟ 

[image: image35.jpg]



(تمرین
اگر زاویه​ی پرتاب یك​پرتابه را به​اندازه​ی ( ( افزایش دهیم، بردپرتابه چه​تغییری میكند؟

برد پرتابه ممكن است زياد يا كم شود يا تغييري نكند .

نقطه​ی​اوج:
 نقطه​ی​اوج درحركت​پرتابی بالاترین نقطه​ای است كه پرتابه به آن می​رسد. ارتفاع​اوج را با H نشان​می​دهیم.
( 
سرعت در راستایy  درنقطه​ی​اوج صفراست  Vy = 0 ) اوج ( و سرعت در نقطه​ی​اوج برابر مؤلفه​ی افقی سرعت​اولیه​است. علاوه براین، درنقطه​ی​اوج و تنها در این نقطه راستای بردار سرعت عمود بر راستای بر دار شتاب است .

(تمرین

پرتابه​ای در شرایط خلا تحت چه​زاویه​ای نسبت به​افق پرتاب​شود تا انرژی جنبشی آن در نقطه​ی​اوج نصف انرژی​جنبشی آن در لحظه​ی​پرتاب شود

[image: image36.jpg]



زمان اوج :

زمان​حركت پرتابه از مبدا پرتاب تا نقطه​ی اوج كه آن​را زمان​اوج می​نامند برابر است با:
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ارتفاع​اوج:

ارتفاع​نقطه​ی​اوج از افق پرتاب ارتفاع اوج نامیده​می​شود و برابر است با: 
[image: image38.jpg]



( 
فاصله​ی افقی نقطه​ی اوج از محل​پـرتاب
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بنابراین مختصات نقطه​ی​اوج

[image: image40.jpg]



(تمرین
گلوله​ای را در شرایط خلا باسرعت​اولیه​ی50 m / s ​ در راستایی كه با افق زاویه​ی ( می​سازد، پرتاب می​كنیم اگر كم​ترین اندازه​ی سرعت آن در طول مسیر s 25 m / باشد، چندثانیه پس​ازپرتاب به​سطح​افقی​نقطه​ی پرتاب می​رسد؟
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(تمرین
 نشان​دهید در یك حركت​پرتابی نسبت ارتفاع​اوج از افق​پرتاب به برد افق پرتاب همواره از رابطه​ی زیر به​دست​می​آید:



[image: image43.jpg]tan





(تمرین
پرتابه​ای تحت زاویه​ی 45( بالای افق پرتاب می​شود. ارتفاع​اوج پرتابه چند​برابر برد​افق​پرتاب آن​است؟
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 ( 
  اگر ارتفاع​اوج از افق پرتاب بابرد پرتابه برابر باشد = 4 tan(  خواهدبود و پرتاب تقریبا تحت زاویه​ی 76( بوده​است
(تمرین
مؤلفه​ی افقی سرعت پرتابه​ای را دوبرابر می​كنیم. اگر برد پرتابه تغییری نكند زمان كل حركت آن از لحظه​ی پرتاب تا لحظه​ی برخورد به سطح افق پرتاب چند برابر شده​است؟
R = V0 x t B = V '0 x t'B
t B = 2 t'B  

  t'B = 1/ 2t B  
(تمرین  
در حركت پرتابی اگر زمان حركت پرتابه برای رسیدن به افق اولیه ی پرتاب در شرایط خلا برابر T و مقدار برد پرتابه برابر R باشد ثابت​كنید:

gT 2 = 2R tan (
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(تمرین
مسیرحركت سه​پرتابه مطابق شكل​است زمان حركت كدام پرتابه بیش​تر از سایرین است ؟

[image: image46.jpg]



V0 sin   براي هرسه يكسان است پس زمان رسيدن هرسه به افق پرتاب t B = 2 V0 sin g    نيز براي هر سه  يكسان  است
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(تمرین:

جسمی در شرایط خلا باسرعت اولیه​یV0  تحت زاویه​ی (  بالای افق پرتاب می​شود . حداقل و حداكثر اندازه​ی سرعت​آن در تمام مسیر تا افق پرتاب چقدراست؟
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(تمرین
از بالای یك​صخره گلوله​ای درشرایط خلا تحت زاویه​ی 37( نسبت به​افق با سرعت​اولیه​ی 20 m / s به​طرف بالا پرتاب می​شود . اگر گلوله پس​از5 s  به​سطح آب برخوردكند :

الف ) ارتفاع نقطه​ی​پرتاب از سطح​آب چقدراست؟ 

ب ) بیش​ترین ارتفاع گلوله از سطح​آب و تغییرمكان​افقی آن تا لحظه​ی برخورد به​سطح​آب چقدراست؟
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V0x = V 0 cos 20 ( 0.8 = 16 m / s
V0y = V 0 sin 20 ( 0.6 = 12 m / s
y = -  1/ 2 t 2 + V 0 t sin 
y = -  ( 10 ( 25  +  12 (  5 = - 65

V 2 - V02 = - 2 g y

0 - 144 = - 2 ( 10 ( y

H = yA = 7. 2  m

h = 65 + 7.2  = 72.2  m     فاصله تا سطح زمين
x = V0x  t = 16 ( 5 = 80 m

(تمرین
شخصی از بالونی​كه باسرعت​ثابت قائم روبه​بالا حركت می​كند در ارتفاع 36 m  از سطح​زمین گلوله​ای را از نظر خود افقی پرتاب می كند اگر تغییر مكان افقی آن تا برخورد به​زمین 9(3 m باشد، از نظر ناظر ساكن بر سطح​زمین سرعت بالون و بیش​ترین ارتفاع​گلوله از سطح​زمین و سرعت اولیه​ی پرتاب را به​دست​آورید.
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(تمرین 
گلوله​ای باسرعت اولیه​ی V0 تحت زاویه​ی 45( بالای افق به​طرف ساختمانی شلیك می​شود و مماس بر لبه​ی​بام ساختمان كه ارتفاع آن تا افق پرتاب 30 m   و فاصله ی آن تا نقطه ی پرتاب 40 m است گذشته و بر سطح بام كه افقی است فرود می​آید مطلوب​است​:

الف ) اندازه​ی V0
ب ) زمان حركت گلوله از لحظه​ی شلیك تا لحظه​ی​ برخورد به​كف​بام 

پ ) فاصله​ی محل اصابت گلوله تا نقطه​ی تماس آن با لبه​ی بام 

( g = 10 m / s )
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(تمرین
 گلوله​ای را با سرعت اولیه​ی 50 m / s تحت زاویه​ی 37( از ارتفاع 80 m از سطح​زمین رو به بالا پرتاب​می​كنیم مطلوب است:

( cos 37 = 0.8      ,    sin 37 = 0.6 )
الف ) برد پرتابه 

ب ) ارتفاع اوج 

پ ) معادله​ی مسیر حركت را بنویسید.

ت ) معادله​ی مكان - زمان حركت را برحسب بردارهای​یكه  . 

ث )معادله​ی سرعت را برحسب بردارهای​یكه .

ج )مؤلفه​های سرعت پرتابه درلحظه​ی t = 7 s   و اندازه​ی سرعت دراین​لحظه .

چ ) معادله​ی مكان -  زمان  پرتابه در t = 7 s    و مختصات مكان پرتابه در این لحظه .

ح ) هنگامی​كه پرتابه به ارتفاع 105 m سطح​زمین می​رسد مختصات مكان و اندازه​ی سرعتش چقدراست؟

خ )اندازه​ی سرعت​پرتابه در لحظه​ی رسیدن به​زمین و زمان كل حركت آن.
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ارتفاع نقطه ي پرتاب از سطح زمين  80 متر است  و ارتفاع اوج  نسبت به افق پرتاب 45 متر مي باشد بنابراين اتفاع 125 متري از سطح زمين نقطه‌ي اوج پرتابه است 
مختصات نقطه‌ي اوج  :    A ( R / 2   ,   H ) = ( 1200  ,  45 )  برحسب متر است 

مؤلفه‌هاي سرعت در نقطه‌ي اوج عبارتند از  : VA ( Vx    ,  Vy  )  = ( 40  ,  0 ) 
خ ) سرعت در لحظه‌ي برخورد به زمين به كمك معادله‌ي مستقل از زمان به دست مي آيد :
V 2 - V 02 = - 2 g y
V 2 - 2500 = - 2 ( 10 ( ( - 80 )

V 2 - 2500 = 1600     ,     V =
y = - 1/ 2 g t 2 + V 0 t sin (
(((((((((((( (((( ( (((((( ( ((((
((( ( (((((((((((( ((((((((( ((( ((((( ( 

    
حالت​های خاص:
الف )پرتاب افقی ( (  = 0  ) درراستای​افق حركت​یكنواخت​است.
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(
هرگاه گلوله​ای از یك​ارتفاع درشرایط​خلا رهاشود و گلوله​ی دیگری از همان ارتفاع با سرعت افقی V0  و گلوله​ی سومی با سرعت​اولیه​ی افقی V'0 پرتاب​شوند، زمان حركت گلوله​ها تا رسیدن به​سطح​زمین​ باهم برابرند. و از رابطه​ی


به​دست می​آید و این زمان مستقل از سرعت اولیه​ی پرتاب​است.
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 اگر = nV0  V0′ باشد؛  هنگامی​كه هرسه باهم به​زمین برسند؛ فاصله​ی افقی كه گلوله​ی سوم تا گلوله​ی ا ول دارد n برابر فاصله​ی گلوله​ی دوم تا گلوله​ی اول است 



(تمرین
از بالای برجی به​ارتفاع45 m  در شرایط خلا گلوله​ای با سرعت افقی20 m / s  پرتاب می شود .

الف ) پس از چه​مدت مؤلفه​ها ی قائم و افقی سرعت پرتابه هم​اندازه می​شوند؟

ب ) در این​لحظه ارتفاع گلوله از سطح​زمین چقدراست ؟

پ ) تغییرمكان افقی پرتابه تا لحظه​ی برخورد به زمین چقدر است ؟
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H = 45     , V0x = 20 m / s    ,    Vy = - g t    ,   - 20 = - 10 t    , 
   t = 2 s

ب ) 
y = - 1/ 2g t 2             ,    y  = - 1/ 2 (  10 ( 4 
     y = - 20 m

     h = 45 - 20 = 25 m 

پ ) 
- 45 =- 1/ 2 g t 2           ,          - 45 = - 5 t 2   ,         t = 3 s
x = V0 t = 20 ( 3 = 60 m               
ب ) پرتاب زیر افق تحت زاویه ی( :

در این حركت معادلات حركت مانند حركت پرتابی تحت زاویه​ی ( بالای افق است​؛ با این تفاوت كه جابه​جایی مؤلفه​ی قائم، سرعت​اولیه در راستای قائم ( V0y ) و زاویه​ی ( در معادلات، منفی منظور می​شود.

(تمرین:

از بالا ی ساختمانی به ارتفاع 63 m  از سطح​زمین گلوله​ای در شرایط خلأ با زاویه​ی 37( زیر افق پرتاب می​شود و پس از 3s به​زمین برخورد می​كند. مطلوب است سرعت اولیه​ی پرتاب و تغییرمكان افقی تالحظه​ی برخورد به​زمین.



y = - 1/ 2  g t 2 + V 0 t sin (
- 63 = - 1/ 2 ( 10 ( 9 - V 0 ( 3 ( 0.6           V 0 = 10 m / s 

x = V 0 t cos( = 10( ( 3 ( 0.8 = 24 m

